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 本研究では 1 次元と 2 次元の電磁界を CIP-BS1法で展開し、安定条件を求め、1 次元では数値
分散について調査を行った。その結果、安定した解析を行うため 1次元 CIP-BS蛙跳び法では、ク
ーラン数       より小さい時間ステップを、1次元 CIP-BS Crank-Nicolson 法では任意の時間ス
テップを、2 次元 CIP-BS 蛙跳び法ではクーラン数       より小さい時間ステップを選ぶ必要
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Difference Time Domain；FDTD) 法[1][2]は定評があり、現在広く使われている。 
しかし、電磁界の数値解析には数値誤差が必ず存在し、それに伴った制限が存在する。例えば







野から Constrained Interpolation Profile-Basis Set (CIP-BS)法[8]が開発され、電磁界解析への適用が
試みられてきた。 
CIP-BS 法[8]とは従来の CIP 法に加え、場の値とその微分値の基底関数と呼ばれる関数を用いて、
グリッド間を 3 次関数補間し更新してゆく差分型の数値解法であり、きわめて高精度な解析を可
能とする手法である。しかし、その基本的スキームとは移流方程式を解くものであり、時間ステ






 本研究の目的は CIP 法を基底関数展開の観点から再構築した Constrained Interpolation 
Profile-Basis Set (CIP-BS)法[8]を電磁界解析に応用することである。CIP-BS法は電磁界を有限の基
底関数で展開することで Maxwell 方程式を解く手法であり、この基底関数とは場の値と微分値に
対応した関数を選ぶ手法である。特に CIP-BS1法では基底関数に 3 次関数を用いるので、格子点
上の導関数が求められ、電界と磁界の基底関数展開を同じ位置にする事が可能である。しかし、
一般的に数値解析には計算を安定に行うための時間ステップの安定条件、周波数に依存する数値
分散が存在し、特に近年開発された 2 次元 CIP-BS1法では、安定条件が明らかとなっていない。




 本論文においては、第 2章で 1次元と 2次元の CIP-BS法の定式化について述べる。第 3章で
は第 2 章で定式化した CIP-BS 法を用いて、電磁界の更新式の固有値から調べる安定条件の解析






第 2章 CIP-BS法 
 本章では 1 次元と 2 次元の CIP-BS 法の定式化について述べる。CIP-BS 法は関数を場と微分
値の基底関数系で展開、展開係数を求める偏微分方程式の数値解法である。 
2.1 1次元 CIP-BS法 
2.1.1 1次元の基底関数と内積 
CIP-BS1 法の基底関数は、場の値に対する基底関数の集合と、一階微分値に対する基底関数の
集合の二つが存在する。それぞれ              ,                  及び       
                          を満たすような区分的 3 次多項式となり、場の値に対する基
底関数の集合               は 







   
   
 
   
                  
 
   
   
 
   
                         
                                                             
  (2.1)  
で与えられ、一階微分値に対する基底関数の集合               は 







   
   
 
  
                     
 
   
   
 
  
                       
                                                      
  (2.2)  
で与えられる。 
CIP-BS1 法では任意の関数    を上記の基底関数系                  と            
   ) を用いて 
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 ここで、1次元空間 Rで定義された関数           間の内積を次のように定義する。 
                 
 
 
 (2.4)  
この内積の定義から基底関数       と       との内積を取ると 
  
                     
 
  
   (2.5)  
  
                   
  
  
   (2.6)  
   
                      
 
  
   (2.7)  
同様に       と       との内積は 
  
                      
  
   
    (2.8)  
  
                     (2.9)  
   
                      
  
   
    (2.10)  
      と       との内積は 
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                     (2.12)  
   
                       
  
   
    (2.13)  
      と       との内積は 
  
                      
 
   
    (2.14)  
  
                   
 
   
    (2.15)  
   
                       
 
   
    (2.16)  
となる。 
続いて       と 1階の微分値 
 
  
      との内積を取ると 
  
       
 
  
          
 
  
    
 
 
 (2.17)  
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 (2.19)  
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同様に       と 
 
  
      との内積は 
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      と 
 
  
      との内積は 
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      との内積は 
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      (2.27)  
   
       
 
  
          
 
  
     
 
  
    (2.28)  
となる。 
2.1.2 1次元 Maxwell方程式への適用 
2.1.2.1 蛙飛び法 
CIP-BS 法を 1次元電磁界解析に適用する。y方向と z方向に一様なMaxwell方程式は 





   
  
 (2.29)  





   
  
 (2.30)  
である。ただし  は真空中の誘電率、  は真空中の透磁率で電流源は無いものとする。ここで、
式(2.29)と式(2.30)を蛙飛び法にて  、  を離散化した時刻(時間ステップは  )で半分ステップず
らし、それぞれ  
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 (2.32)  
電磁界はそれぞれ基底関数(2.1)、(2.2)を用いて 
  
         
          
        
    
   




         
   
 
         
   
 
       
    
   
 (2.34)  
と展開する。基底関数展開した式(2.35)、式(2.36)を式(2.33)、式(2.34)に代入すると 
   
       
  
   
    
       
    
   
 
    
         
  
   
    
         
    




    
   
 
 
      
  
    
   
    
   
 
 
      
  
  
   
  
(2.35)  
   
   
 
      
    
   
    
   
 
      
  
   
 
    
   
 
      
    
   
    
   
 
      
  




   
        
  
  
   
    
        
  
    




 式(2.35)と基底関数               との内積を取ると次式を得る。 
      
    
       
    
   
 
    
       
      
       
      
   
 




      
   
 
   
       
   
 
   
   
 
    
 (2.37)  
ここで、電界のベクトル  
 の成分を   
    
       
  とし、それにかかる係数を       
       の三重対角行列     、ベクトル  
 の成分を   
    
         
  とし、それにかかる係数を
              の三重対角行列     とする。また式(2.37)の右辺第二項をベクトル  で表す
と、 
       
          
          
            
        (2.38)  
となる。ここで 










    
     
   
    
    
    
     
     
     
     
    
    
  
      
    














   
    
    
    
     
     
     
     
    
    





 (2.39)  




      
  
  
      
   
 
   
       
   
 
   
   
 
    
  
           
(2.40)  
である。 
同様に式(2.35)と基底関数                との内積を取る時、電界のベクトル  
 の成分を
   
    
       
  とし、それにかかる係数を              の三重対角行列     、ベクトル  
 の
成分を   
    
         
  とし、それにかかる係数を              の三重対角行列     とす
る。また基底関数     と内積を取った式(2.35)の右辺第二項をベクトル  で表すと 
       
          
          
            
        (2.41)  
となる。ここで 












      
   
     
   
     
    
     
     
     
     
     
  
      
   
       























    
     
   
    
    
    
     
     
     
     
    
    
  















 (2.42)  
である。ただし、                             
 とし 
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(2.44)  
         
  
  
    
   
 
    
        






      
   
 
    
    (2.45)  
である。 
 以上で求めた行列、ベクトル  、E、Bを次のように配置する。 
    
          
          
     
  
  
     
  
  
  (2.46)  
この時  は          の正方行列、Eおよび Bは      のベクトルである。これらを用いると
式(2.38)、式(2.41)は 
    
      
      (2.47)  
と表され、これに   の逆行列を掛けると 
          
     (2.48)  
となり  
  、  
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     (2.50)  
となる。ただし、    、    、    、    は磁界のベクトルにかかる係数の行列であり、  は基
底関数     、  は基底関数     とそれぞれ内積を取った式(2.36)の右辺第二項をベクトルである。 
以上で求めた行列、ベクトル  、H、Dを次のように配置する。 
    
        
        
     
  
  
     
  
  
  (2.51)  
この時  は          の正方行列、Hおよび Dは      のベクトルである。これらを用いると
式(2.51)、式(2.52)は 
    
  
 
      
  
 
    (2.52)  
と表され、これに   の逆行列を掛けると 
   
 
     
 
    
     (2.53)  
となり  
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2.1.2.2 Crank-Nicolson 法 
式(2.29)、式(2.30)を Crank-Nicolson法によってそれぞれ差分化を行うと 
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  (2.55)  
となる。基底関数展開した(2.33)、式(2.34)を式(2.54)、式(2.55)に代入すると 
   
       
  
   
    
       
    
   
 
  
   
    
        
  
    
   
    
        
  
  
   
  
    
         
  
   
    
         
    
   
 
  
   
    
          
  
    
   
    
          
  
  
   
  
(2.56)  
   
       
    
   
    
       
  
   
 
  
   
   
        
  
  
   
    
        
  
    
   
  
    
         
    
   
    
         
  
   
 
  
   
   
          
  
  
   
    
          
  
    




 式(2.56)と基底関数               との内積を取ると次式を得る。 
    
     
     
    
       
    
       
     
     
    
       
    
   
 
  
   
     
     
     
    
       
    
       
     
     
    
       
    




     
       
     
      
       
      
       
       
     
      
       
      
   
 
  
   
     
       
     
      
       
      
       
       
     
      
       
      
    
ここで、電界のベクトル  
 の成分を   
    
       
  とし、それにかかる係数を       
       の三重対角行列     、ベクトル  
 の成分を   
    
         
  とし、それにかかる係数を
              の三重対角行列      とする。同様に磁界のベクトル  
 の成分を
   
    
         
  とし、それにかかる係数を              の三重対角行列     、ベクトル
  
 の成分を   
    
       
  とし、それにかかる係数を              の三重対角行列     と
する。また式(2.58)の右辺第一項を  第二項を  のベクトルで表すと、 
       
          
   
  
   
       
   
  
   
       
         (2.59)  
となる。ここで、以下の様に定義した。 










    
     
   
    
    
    
     
     
     
     
    
    
  
      
    














   
    
    
    
     
     
     
     
    
    












   
    
    
    
     
     
     
     
    
    















     
     
   
    
     
    
     
     
     
     
    
     
  
      
    










ただし                                     
 とし 
            
      
       
      
   
 
    
 
           
(2.61)  
であり、  は                                     
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(2.62)  
である。 
同様に式(2.58)と基底関数                との内積を取る時、電界のベクトル  
 の成分を
   
    
       
  とし、それにかかる係数を              の三重対角行列     、ベクトル  
 の
成分を   
    
         




 の成分を   
    
         
  とし、それにかかる係数を       
       の対角行列     、ベクトル  
 の成分を   
    
       
  とし、それにかかる係数を
              の対角行列     とする。また基底関数     と内積を取った式(2.56)の右辺第
一項を  第二項を  のベクトルで表すと 
       
          
   
  
   
       
   
  
   
       
         (2.63)  
となる。ここで、以下の様に定義した。 
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となる。ただし、    、    、    、    は電界のベクトルにかかる係数の行列、    、    、    、
    は磁界のベクトルにかかる係数の行列であり、  と  は基底関数     と内積を取った式
(2.57)のそれぞれ第一項と第二項、  と  は基底関数     と内積を取った式(2.57)のそれぞれ第
一項と第二項である。 
 以上で求めたベクトルを次のように配置する。 
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 (2.74)  
この行列 Rとは          の正方行列である。この行列 R及びベクトル V、P、Qを用いて電
磁界の更新式を表すと 
         (2.75)  
となり、この方程式を解くと、 
             (2.76)  
となり、電磁界  
  ,   
  ,   
  ,   
  を求めることが出来る。 
 
2.2 2次元 CIP-BS法 
2.2.1 2次元の基底関数と内積 
 2 次元 CIP-BS1法では 1 次元基底関数を組み合わせることで 2 次元基底関数とし、これを次で
定義をする。 
               
         (2.77)  
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         (2.78)  
               
         (2.79)  
この式(2.77)～式(2.79)はそれぞれ x 方向、y 方向のそれぞれの場と 1階微分値に対する基底関数
と、対応するグリッド点   を用いている。そして式(2.5)と、これらを用いて任意の関数      を
次のように展開できる。 
              
   
    
   
     
 
   
 
   
 
   
 (2.80)  
ここで、この式(2.80)の    









図 2.3: 基底関数               










図 2.4: 基底関数               
          図 2.5: 基底関数               
       
 
 2次元基底関数同士の内積は以下の式で表される。 
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   (2.89)  
 続いて x方向における 1階の微分値との内積を取ると以下のようになる。 
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 続いて、y方向における 1階の微分値との内積を取ると以下となる。 
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2.2.2 2次元 Maxwell方程式への適用 
 z方向に一様とした 2次元   波のMaxwell方程式は以下のように与えられる。 
 
   
  
 
   
  
 
   
  
    (2.108)  
 
   
  
  
   
  
 (2.109)  
 
   
  
 
   
  
 (2.110)  
ただし は誘電率、 は透磁率とした。式(2.108)から式(2.110)を蛙跳び法で差分化を行うと 
  
         

























         
  
 
       
  
 
   
 
  




         
  
 
       
  
 
   
 
  
 (2.113)  
となる。この差分式を CIP-BS1法を適用するため、電磁界を以下のように展開する。 
             
   
         
   
     
    
   
    
   
 
   
              
 
   
 (2.114)  
             
   
         
   
     
    
   
    
   
 
   
              
 
   
 (2.115)  
             
   
         
   
     
    
   
    
   
 
   
              
 
   
 (2.116)  
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ただし、解析領域は     個のセルに分割し、               、電磁界の添え字 及び       は、
グリッド点での各々の値を示す係数とする。これらを式(2.108)から式(2.110)に代入すると 
   
           
 
   
    
             
 




    
  
 
    
        
  
   
   
 
    




   
 (2.117)  
   
   
 
           
 
   
    
   
 
           
 




   
      
        
  
 
   
 (2.118)  
   
  
 
           
 
   
    
  
 
           
 




   
      
        
  
 
   
 (2.119)  
となる。ただし、電流    とした。 
 次にガラーキン法を用いて式(2.77)から式(2.79)との内積を取ることにより、電磁界の更新式を
得ると式(2.117)から式(2.119)は次のようになる。 
   
           
 
   
    
             
 




    
  
 
        
   
  
    
  
 
        




   
 (2.120)  
   
  
 
           
 
   
     
  
 




        




   
 (2.121)  
   
  
 
           
 
   
     
  
 




        




   
 (2.122)  
 ここで式(2.120)と 2次元基底関数  との内積を取る時、電界のベクトル    
 にかかる係数を   、
    
 にかかる係数を   、    
 にかかる係数を   、右辺の磁界を  で表すと 
     
        
        
        
          
          
        (2.123)  
となる。ただし、    は                          、    は              
            、   は                         のそれぞれ三重対角行列である。 









       
         
     
        
         
         
    
     
     
     
          
         
         
  
           
         


















       
         
     
        
         
         
    
     
     
     
          
         
         
  
           
         


















        
         
         
    
     
     
     
          
         
         
















    
     
   
    
    
    
     
     
     
     
    
    
  
      
    














   
    
    
    
     
     
     
     
    
    





 (2.125)  
また、  は 
        
  
 
      
            
    
     
            
    
  
 
    
 
    
   
            
    
   
    
            
    
     
            
    
     
            
    
      
                  
(2.126)  
である。 
 同様に  との内積を取る時、電界のベクトル    
 にかかる係数を   、    
 にかかる係数を   、
    
 にかかる係数を   、右辺の磁界を  で表すと 
     
        
        
        
          
          
        (2.127)  
となる。ただし、    は                          、    は              
            の、   は                         のそれぞれ三重対角行列である。 









       
         
     
        
         
         
    
     
     
     
          
         
         
  
           
         


















       
         
     
        
         
         
    
     
     
     
          
         
         
  
           
         















        
         
         
    
     
     
     
          
         
         





















      
   
     
   
     
    
     
     
     
     
     
  
      
   
       























    
     
   
    
    
    
     
     
     
     
    
    
  















 (2.129)  
ただし、  は 
        
  
 
     




    
     
          
    
     
          
    
    
 
    
 
                                   




    
     
          
    
    
                                  
          
    
     




    
     
          
    
    
                                   
          
    
     
              
(2.130)  
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(2.132)  
である。 
 同様に  との内積を取る時、電界のベクトル    
 にかかる係数を   、    
 にかかる係数を   、
    
 にかかる係数を   、右辺の磁界を  で表すと 
     
        
        
        
          
          
        (2.133)  
となる。ただし、    は                          、    は              
            の、   は                         のそれぞれ三重対角行列である。 
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ただし、  は 
        
  
 
     
          
    
     
          
    
     





    
 
    
 
                                   
          
    
    
                                   





     
          
    
     





    
                                    
          
    
     
          
    
     
         
(2.135)  
        
  
 
      
            
    
     
            
    
    
 
    
 
    
 
                                              
            
    
    
                                              
            
    
     
            
    
    
                                               
            
    
     




           
  
 
     
           
     
     
           
     
  
 
    
   
           
     
     





   
    
           
     
     






   
           
     
     






   
           
     
     
         
(2.137)  
である。 
 以上で求めた行列、ベクトル   、  、 、を次のように配置する。 
     
         
         
         











  (2.138)  
ただし、電流源は領域端を除いた任意の場所に配置するものとする。これらを用いると式(2.123)、
式(2.127)、式(2.133)は 
      
        
    
  
 
   (2.139)  
と表され、これに   の逆行列を掛けると 
  
    
    
  
 
   
     (2.140)  
となり、  
  、  
  、  
  が求まる。 
 式(2.121)、式(2.122)も式(2.120)と同様に基底関数の内積を取り、ベクトルで示すと 
        
   
 
          
   
 
          
   
 
  
         
   
 
          
   
 
          
   
 
     
        
   
 
          
   
 
          
   
 
  
         
   
 
          
   
 
          
   
 
     
        
   
 
          
   
 
          
   
 
  
         
   
 
          
   
 
          
   
 




        
   
 
          
   
 
          
   
 
  
         
   
 
          
   
 
          
   
 
     
        
   
 
          
   
 
          
   
 
  
         
   
 
          
   
 
          
   
 
     
        
   
 
          
   
 
          
   
 
  
         
   
 
          
   
 
          
   
 
     
(2.142)  
ただし、 はそれぞれ磁界の係数の行列、 は式(2.121)、 は式(2.122)でそれぞれ基底関数を取っ
た電界である。 
 以上で求めた行列とベクトルを次のように配置する。 
     
               
               
               
      
  
   
  
   
  
   





     
               
               
               




   
   
  
   
  













   
 






   




    





   
     (2.145)  
となり、式(2.144)では  
   
 
 、  
   
 
 、  
   
 
 が、式(2.145)では  
   
 
 、  
   
 
 、  





 一般的には完全導体の中の電磁界は 0 となり、境界上(導体表面)において電界は接線成分で連
続であるため、接線成分が 0 となり、磁界は法線成分が 0となる。これより 1 次元では図 2.6 に
示す構造において、 
                 (2.146)  
      
  
 
         
  




        
         
         (2.148)  
  
    (2.149)  
となり、両端の電界の値を 0とする。両端の基底関数         は境界まで値を持つこととする。 
次に磁界について 








        (2.150)  
  
    (2.151)  
となり、両端の磁界の 1階微分値を 0とする。両端の基底関数         は境界まで値を持つこと
とする。 
 
        Perfect                         Free space                       Perfect 
       conductor                                                      conductor 
 
 
      Position  :                                                                         
  Grid point  :                                                                                               
図 2.6: 1次元の解析領域 
 
 2次元の電磁界解析では図 2.7に示す構造おいて、 方向の領域を        、 方向の領域を
        とした時、次のようになる。 
                                        (2.152)  
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                     (2.155)  
        
  
 
           
  
 
        
  
 
           
  
   (2.156)  
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   (2.158)  
以上の条件を満たした 2次元 CIP-BS法の電界については 
          
          
    
          
    
          
    
  
         
         
(2.159)  
          
          
    
          
    
          
    
  
         





 次に磁界  については 
          
      
 
  
    
    
      
 
  
    
    
      
 
  
    
    
  
         
(2.161)  
          
          
    
          
    
          
    
  
         
         
(2.162)  
となり、磁界  については 
          
          
    
          
    
          
    
  
         
         
(2.163)  
          
      
 
  
    
    
      
 
  
    
    
      
 
  
    
    
  















Perfect conductor y=NyΔy 
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第 3章 CIP-BS法の安定条件の導出 




3.1 1次元 CIP-BS法の安定条件 
陽解法には時間ステップの制限が存在し、その上限値     に対して実際の数値計算で用いた時
間ステップ  との比、          をクーラン数と呼ぶ。陽解法の安定条件は 
          
  
  








                
  
     
 
    
     
 
       
  (3.2)  
従って平面波について安定であることを示せば十分となる。そこで、波数 の平面波を考えると、
  で離散化されたグリッドでは隣接する場で次の関係が成立する。 
  
                        
      
 
               
 
       
  (3.3)  
 これを電界の更新式に代入すると次式を得る。 
      
              
        
       
                
          
  
  
       
     
 
           
     
 
      
(3.4)  
      
              
        
       
                
          
  
  
       
     
 
           
     
 
      
(3.5)  
同様に、磁界の更新式に代入すると次式を得る。 
      
     
 
           
     
 
     
       
     
 
           
     
 
     
  
  
       
                
           
(3.6)  
      
     
 
           
     
 
     (3.7)  
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ここで 
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         (3.17)  
となる。ここで 
    
        
        
    
    
      
    
    
        
        





      
  
      
  
      
  
       
  
 








      
  
  
   
  
  
   
      
  
  
   
  
  
   
    









    
    
  
  
   
  
  
         
  
  
   
  
  








       
       
          (3.19)  
これより、電磁界を N 時間だけ更新を行うことは   
       




       




3.1.2 Crank-Nicolson 法の安定条件 
 式(3.2)で表される平面波を更新式に代入し、式(3.3)の関係を用いると 
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(3.23)  
を得る。これを行列形式で表すと、 













        
  
   
    
  
   
   
       
  
   
    
  
   
   
 
  
   
    
  
   
         
 
  
   
    
  
   




















       
  
   
   
  
   
   
      
  
   
   
  
   
   
  
   
   
  
   
         
  
   
   
  
   

















      
  
      
  
      
  













 蛙跳び法を用いた電磁界の更新式の固有値を求める。式(3.19)より に掛かる行列  
     
  
    の固有値 は次の式から求める。 
   
       
           (3.26)  
ただし、Iは単位行列とする。 
 式(3.26)の  ,   において、どのような波数   であっても固有値が 1 を超えなければ続けて更
新を行った場合で発散は起きないと言えるため、任意の波数   で行列  
       
    の最大の
固有値    について調べた結果を次の図 3.1に示した。 
 図 3.1からクーラン数       以下の値であれば、更新行列の最大の固有値が 1を超えず、ま
たクーラン数が大きくなっても固有値が 1 に収束しない事も確認出来る。そこで、更新行列であ
る  
       
    の最大の固有値    が 1 を超えた時で発散が起きるかを、その時の領域内の
電界の平均値の大きさについて調べ図 3.2に示した。ただし、解析領域長      mmを 100分
割、電界に与える初期値を 1 次元のガウシアンパルスとし、領域内の電界の平均の大きさが初期
値の 100倍以上となった時を発散が起きたとみなし、電磁界の更新を止めるものとした。 
 図 3.2からクーラン数       以下の値であれば発散が起きていない事が確認出来る。また図
3.1より、これは固有値が 1を超えていないクーラン数である。よって 1次元 CIP-BS 蛙跳び法は











              (3.27)  
電磁界をN時間だけ更新を行うことは        の計算を行うことになるため、固有値 は 
             (3.28)  
より求めることとなる。また蛙跳びと同様に、 , に波数   が関わっているため、任意の波数   
















































 以上より行列     の最大の固有値    を任意の波数   でクーラン数   から    
 まで
求めた 5通りの結果を図 3.3に重ねて示す。 
 
図 3.3: CIP-BS Crank-Nicolson法の固有値 
 
 図 3.3から、1以上の非常に大きなクーラン数を用いた場合でも、更新行列の最大の固有値    
は 1 を超えていない事が確認出来る。また、蛙跳びスキームの数値解析で明らかとなっているよ
うに、固有値が 1 を超える行列で続けて更新を行っていくと数値の発散が起こる事が知られてい
るため、行列の最大の固有値    が 1である 1次元 CIP-BS Crank-Nicolson法は非常に大きなクー
ラン数を用いた場合でも安定した解析が行えるという事がわかる。 
 
3.2 2次元 CIP-BS法の安定条件 
3.2.1 2次元蛙跳びスキームの安定条件 
 2次元では次のように 1次元の平面波の式(3.3)の  に加え、  でも離散化されたグリッドに隣
接する場を平面波の重ね合わせによって表し、任意のある平面波について安定である事を示す。 
 
                                     
      
 
                       
 
            
  (3.29)  
 これを式(2.108)の電界  の更新式に代入し、次式を得る。 
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(3.32)  
となる。 
同様に式(2.109)の磁界  の更新式は 
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となり、同様に式(2.110)の磁界  の更新式は 
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となる。ただし、 
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である。 
 以上で求められた更新式を次のように係数行列で配置する。 
これを用いると電界  の更新式は 
 
   
   






























   






















 (3.66)  
となり、磁界  の更新式は 
 
   
   



























   






















 (3.67)  
となり、磁界  の更新式は 
 
   
   























   
   
  
 


























   
      
      
      
     
      
      
      
     
      
      
      
  
    
  
   
  
   
  
   
      
  
   
  
   
  
   




   
   
  
   
  









        
          
          
        
    (3.70)  
ここで 




       
   
   
   
       
   
   
   
       
   
   
   
  








   
   
       




   
   
       
   










 1次元と同様に更新行列の固有値 を求めることで安定条件を導出する。式(3.70)より固有値は 
    
          
          
             (3.72)  
より求めることが出来る。ただし Iは単位行列である。 
 ここで、行列   
          
          
      には波数   と   が関わっているため、任意
の波数を用いた場合でも行列の固有値が 1を超えなければ安定であると言える。そこで、全ての
波数における電磁界の更新行列   
          
          
      の最大の固有値    をクーラ
ン数                   の 3通りの場合で求めた結果を図 3.4、図 3.5、図 3.6にそれぞれ示し
た。 
 図 3.4から解析に用いるクーラン数が       であれば、どのような値であっても最大の固有
値が 1を超えていないという事が確認出来る。これに対して図 3.5のクーラン数       を用い
た場合では固有値が 1を超えている箇所を確認する事ができ、またクーラン数       よりも大
きな値を用いた図 3.6の       場合では、1次元の結果と同様に固有値が 1に収束する事がな
いと判断出来る。そこで、安定と考えられるクーラン数       と、固有値が 1を超えている
             で解析を行った結果を次の図 3.7に示した。ただし、解析領域長を 0.3m、セルサ






図 3.4: クーラン数       の時の固有値 
 
 







図 3.6: クーラン数       の時の固有値 
 
図 3.7からクーラン数       以下の値であれば発散が起きていない事が確認出来る。また、 
図 3.6より、固有値が 1を超えていないクーラン数であると分かるため 2次元 CIP-BS蛙跳び法
で安定した解析を行うには、クーラン数       より小さい値を選ぶ必要があるという事が分か
る。 
 





























第 4章 数値分散 




4.1 1次元 CIP-BS法の数値分散関係式 
 蛙跳び法を用いた数値分散関係式を求める。磁界は電界の時間ステップ を用いて更新を行うた
め、式(3.17)は 
    
         (4.1)  
となる。これと式(3.16)を用いると、電磁界の更新式は次のようになる。 
       
       
        (4.2)  
 ここで電磁界の時刻 について、次のように考える。 
 
  
     
   
  
     
   
  (4.3)  
これより、電磁界  の 1ステップの更新は次のようになる。 
             (4.4)  
式(4.2)に式(4.4)を代入、整理することで、1次元の数値分散関係式を得る。 
         
       
        (4.5)  
ただし、 とは 4×4の単位行列である。 
 
4.2 数値分散の数値解析 
 クーラン数     の時、サンプリング密度
 
  
     まで式(4.4)の等式が成立するような数値




 5,7,10の 3点での位相速度プロットした結果を図 4.1に示した。ただし、解
析方法については図 4.2のように Total-Field/ Scattered-Field (TF/SF)境界を導入し、一方向に電






  では 1.06%、
 
  




  ～  での速度の変化が 1%程度であることに対して、
 
  













   以上であれば、数値分散を抑えることが出来ると考えられ
る。 
 
図 4.1 数値位相速度 
 
      TF領域 
                  Phase velocity  (0.1m～1.1m) 
SF領域           Phase velocity  (0.1m～0.7m) 
                  Phase velocity (0.1m～0.6m) 
 
 
    ↑ 
       0m     0.1m    …        0.6m     0.7m       …      1.1m 
  (TF/SF境界) 
図 4.2 解析状況 
 
  


































 Observed  :1.0108
Calculation :1.0053
 Observed  :1.0055 Calculation :1.0026
 Observed  :1.0026
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第 5章 結論 
 
 本研究では CIP-BS 法を電磁界解析に用いる際に、時間ステップがどのような条件であれば安定
した解析が行えるかを調べた。 
 第 2 章では、CIP-BS 法を電磁界解析に用いるため 1 次元では Maxwell 方程式を蛙跳び法と
Crank-Nicolson法の 2通り、2次元では蛙跳び法で時間差分をそれぞれ行った。また、本研究で
用いた 2次元の基底関数は 1次元の基底関数を組み合わせることで構成した。 




ある 1次元 CIP-BS蛙跳び法について調べると、クーラン数       より小さい値であれば安定
した解析が行えるという結果を得た。また、クーラン数       より大きい値を用いた固有値が
1 を超える場合の解析ではどのような値であっても発散してしまうという結果も得た。次に、1
次元 CIP-BS Crank-Nicolson法について調べると、クーラン数       という非常に大きな時
間ステップを用いた場合であっても、電磁界の更新式の固有値が 1 を超えず安定した解析が行え
るという結果を得た。次に 2 次元 CIP-BS 蛙跳び法について調べると、クーラン数が      以
上であると固有値が 1 を超えてしまうため、安定した解析を行うためにはクーラン数      よ
り小さい値を選ぶ必要があるという 1次元よりも大きな時間ステップを取れる結果を得た。 
 第 4 章では 1 次元 CIP-BS蛙跳び法の数値波数に着目、数値分散関係式と電波伝搬の位相速度
から数値分散を調べた。数値分散関係式から数値位相速度について調べると、電波のサンプリン
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付録A 2次元CIP-BS法 磁界の更新行列 
 
付録.A-1磁界  の更新式の右辺 
     
   との内積を取ると、 
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付録.A-2磁界  の更新式の右辺 
     
   との内積を取ると、 
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式(2.123)と  との内積を取った時の左辺の  にかかる係数は 














         
     
        
         
         
    
     
     
     
          
         
         
  
           






























         
     
        
         
         
    
     
     
     
          
         
         
  
           



























       
      
        
     
        
          
    
     
     
     
          
          
  
           
   
            












となる。ただし     
 にかかる係数     は                         の行列、     
 にかか
る係数     は                          の行列、     
 にかかる係数     は     
1   1×   1  +1の行列とする。 
 同様に  との内積を取ると 
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となる。ただし     
 にかかる係数     は                         の行列、     
 にかか
る係数     は                          の行列、     
 にかかる係数     は     
1   1×  +1  +1の行列とする。 
 同様に  との内積を取ると 






        
         
         
    
     
     
     
          
         
         












        
         
         
    
     
     
     
          
         
         















       
         
     
        
         
         
    
     
     
     
          
         
         
  
           
         










となる。ただし、     
 にかかる係数     は                         の行列、     
 にか
かる係数     は                         の行列、     
 にかかる係数     は
                         の行列とする。 
 続いて式(2.124)と  との内積を取った時の左辺の  にかかる係数は 
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 (A.31)  
となる。ただし     
 にかかる係数     は                         の行列、     
 にかか
る係数     は                          の行列、     
 にかかる係数     は     
1  +1×  +1   1の行列とする。 
 同様に  との内積を取ると 
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 (A.33)  
となる。ただし     
 にかかる係数     は                         の行列、     
 にかか
る係数     は                          の行列、     
 にかかる係数     は     
1  +1×   1   1の行列とする。 
 同様に  との内積を取ると 
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となる。ただし     
 にかかる係数     は                         の行列、     
 にかか
る係数     は                          の行列、     
 にかかる係数     は     





付録 B 1次元 TF/SF 境界 
 TF/SF 境界とは、1 つの解析領域において Total-Field(TF)領域と呼ばれる全電磁界を計算するも
のと、Scattered-Field(SF)領域と呼ばれる散乱解のみを計算するものの 2 つに分けて計算する手法
である。 
       の場合、    のみが TFであるため、TFから入射波を除いた基底関数 との内積を取
る電磁界の更新式を SFに直すと次のようになる。 
      
         
         
         
        
          
      
         
         
         
        
        
          
  
      
   
       
       
         
       
        
        
    
         
        
         
       
        
       
  
    
   
                   
  
  
       
     
 
    
         
     
 
   
        
     
 
     
  
 
    
         
     
 
    
         
     
 
   
    
                         
     
 




    
    
(B.1)  
 ただし、電界  と磁界  の入射波をそれぞれ   
 と   
 とした。入射波の項を右辺に移項し整理を
行うと次のようになる。 
      
         
         
        
       
        
         
         
         
        
       
        
   
        
       
         
      
       
      
         
       
         
      
       
      




       
      
 
    
         
      
 
   
       
      
 
   
         
      
 
    
         
      
 
   
       
      
 
   
    
          
       
    
        
        
    
   
  
  
    
  
 
   




   
    
(B.2)  
 また    の場合は         が TFであるため、更新式を SFに直すと 
      
         
         
        
       
        
         
         
         
        
       
        
   
        
       
         
      
       
      
         
       
         
      
       
      




       
      
 
    
         
      
 
   
       
      
 
   
         
      
 
    
         
      
 
   
       
      
 
   
    
          
       
    
         
         
    
        
        
    
          
          
    
   
      
  
  
    
  
 
   
        
  
 
   
       
   
     
    
  
 
   
    
(B.3)  
となる。 
 同様に基底関数 との内積を取る電磁界の更新式を SFに直すと      と    の場合はそれ
ぞれ次の式(B.4)式(B.5)のようになる。 
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